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Введение TC "Введение" \f C \l "1" 
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Возьму линейку, проведу прямую,

   И мигом круг квадратом обернётся,                                                                                                                          Посередине рынок мы устроим,                                                                              А от него уж улицы пойдут –                                                                                      Ну, как на Солнце! Хоть оно само                                                                                     И круглое, а ведь лучи прямые!..
Аристофан
1. Великие задачи древности TC "Великие задачи древности" \f C \l "1" 
С глубокой древности известны три задачи на построение: об удвоении куба, трисекции угла и квадратуре круга. Они сыграли особую роль в истории математики. Было доказано, что эти задачи невозможно решить, пользуясь только циркулем и линейкой. Но уже сама постановка задачи — «доказать неразрешимость» — была смелым шагом вперёд. Вместе с тем предлагалось множество решений при помощи нетрадиционных инструментов. Всё это привело к возникновению и развитию совершенно новых идей в геометрии и алгебре. Немало преуспели в нестандартных и различных приближённых решениях любители математики — среди них три знаменитые задачи древности особенно популярны. Задачи кажутся доступными любому: вводят в заблуждение их простые формулировки. До сих пор редакции математических журналов время от времени получают письма, авторы которых пытаются опровергнуть давно установленные истины и подробно излагают решение какой-либо из знаменитых задач с помощью циркуля и линейки.

Древнегреческие    математики    достигли чрезвычайно большого искусства в геометрических построениях с помощью циркуля и линейки. Наряду с трисекцией угла и удвоением куба,— задача о  квадрату́ре кру́га, заключающаяся в нахождении построения с помощью циркуля и линейки квадрата, равновеликого по площади данному кругу, является одной из самых известных неразрешимых задач на построения с помощью циркуля и линейки. Однако три задачи не поддавались   усилиям  древнегреческих    математиков. История нахождения квадратуры круга длилась четыре тысячелетия, а сам термин стал синонимом неразрешимых задач. На протяжении многих веков три знаменитые задачи древности привлекали внимание выдающихся математиков. В процессе их решения рождались и совершенствовались многие математические методы.
1.1. Цели и задачи исследования TC "1.1. Цели и задачи исследования" \f C \l "2" 
Поставила перед собой цель: 

·  Познакомиться с историей развития теории решения задач на  
                     построение
Определила   задачи:

· показать, что в  математике, как и во всякой другой науке,  

                    достаточно своих неразгаданных тайн

· познакомиться с историческими и биографическими материалами
· показать, что   попытка решения задачи о квадратуре круга  

                    содействовала развитию новых понятий и идей в математике

· учиться работать с различными источниками информации, 
                   анализировать и сопоставлять точки зрения ученых разных времен 
                   по данной теме
Найти ответы на следующие вопросы: 
· Почему для решения большинства задач на построение ограничиваются двумя инструментами – циркулем и линейкой? 

· Каким образом алгебра помогает геометрии в ответе на вопрос о разрешимости задачи с помощью циркуля и линейки? 

· Поиски решения трех классических задач древности: удвоение куба, трисекция угла и квадратура круга. К чему они привели математиков? 
Проблемный вопрос (вопрос для исследования)
Каков исторический путь развития теории решения планиметрических задач на построение и какова в нем роль алгебры? 
Объект исследования:   классические задачи на построение
Предмет исследования: задача о квадратуре круга
Гипотеза: роль и место, которые занимают задачи древности на построение в науке; без знания исторических аспектов невозможно прогрессивное развитие науки 
Методы исследования:  чтение литературы,  знакомство с математическими расчетами, теоретический анализ, поиск информации в сети Интернет
1.2. Историческая справка TC "1.2. Историческая справка" \f C \l "2" 
Я очень люблю заниматься математикой, информатикой, а также  историей, много читать и считаю, что как бы ни относились  люди к математике, без нее - как без рук. Она - повсюду. Нужно только уметь ее увидеть. Огромную помощь в этом оказывают научно-популярная и справочная  литература, Интернет,  позволяющие взглянуть на поставленную задачу с новой, нестандартной точки зрения. 
Впервые я услышала о трех знаменитых задачах на уроках геометрии  от учителя. Из них меня особенно заинтересовала квадратура круга:

· очень удивило сочетание слов «квадратура», «круг»

· чем знаменита   задача о квадратуре круга

· почему её решением так долго занимались великие ученые

· целесообразность решения данной задачи и её практическая 
                   значимость

Эти вопросы меня очень заинтриговали, и я решила проследить историю возникновения и решения данной задачи.
[image: image32.png]


[image: image33.png]


История нахождения квадратуры круга длилась четыре тысячелетия, а сам термин стал синонимом неразрешимых задач.  Задача сводилась к построению отрезка, длина которого равна длине окружности данного круга. Это было показано еще Архимедом (287-212 до н.э.). Вычисляя периметры вписанных и описанных  96-ти угольников, в сочинении  «Измерение круга» Архимед показал, что периметр вписанного многоугольника с любым числом сторон всегда меньше, а описанного – всегда больше длины данной окружности, и что величина  заключается между пределами        3,1408  <π< 3,1429. 
1.3. Результаты исследования TC "1.3. Результаты исследования" \f C \l "2" 
1.3.1. Циркуль и линейка TC "1.3.1. Циркуль и линейка" \f C \l "3" 
В Древней Греции слова математика и геометрия были синонимами. Любые математические задачи, будь то доказательство свойств чисел или нахождение корней уравнений, решались геометрическими способами.  Естественно, в такой ситуации важную роль приобрели  задачи на построение. К построениям предъявлялись высокие требования точности, простоты, экономности. 

Самой совершенной линией на плоскости является окружность, а самой простой — прямая (ведь русское слово «простая» и означает «прямая», и «простить» значит «разрешить стоять прямо, не склонив головы»). Наиболее ценными считались построения, использующие только эти две линии. Поскольку прямую можно провести при помощи линейки (без делений), а окружность построить циркулем, то мы теперь говорим о задачах на построение с помощью циркуля и линейки. Циркуль позволяет не только построить окружность с указанным центром и радиусом, но отложить отрезок, равный данному, и выяснить, какой из имеющихся отрезков длиннее. С помощью линейки можно провести прямую через две данные точки. (Линейка с делениями, которой мы пользуемся, не годится для измерений длин отрезков, она дает приближенный результат — этого античные математики не могли допустить.) 

Методика решения задач на построение была разработана в школе Платона. Будучи философом, Платон уделял большое внимание математике. Недаром над входом в его Академию было написано: «Пусть сюда не входит тот, кто не знает геометрии». В молодости Платон много путешествовал, посетил Сицилию, Египет, Персию. Вернувшись в Афины, он основал на свои средства на окраине города философскую школу, в которую привлек самых передовых ученых своего времени.  Школа  получила название «Академия» по роще, в которой находилась: по преданию, в этой роще жил мифический герой Академ. Платоновская Академия просуществовала более девяти веков, только в 529 году указом византийского императора Юстиниана она была закрыта как языческая. В школе Платона при решении задач на построение не разрешалось использовать никакие другие инструменты, кроме циркуля и линейки. Такое ограничение сыграло большую роль в развитии геометрии, а в дальнейшем в установлении ее связей с алгеброй. 

Циркулем и линейкой строится любой отрезок, выраженный через данные отрезки в квадратных радикалах (т. е. с помощью конечного числа четырех арифметических операций и извлечения квадратного корня). 

С течением времени вырабатывались общие принципы и способы решения задач на построение. Общеизвестно, что при решении таких задач, как правило, выделяют четыре этапа: анализ, само построение, доказательство и исследование. Анализ состоит в том, что задачу предполагают решенной, строят чертеж, содержащий данные и искомые элементы фигуры, и изучают соотношения между ними. Иными словами, решение задачи начинают с конца. После того как нужные соотношения найдены, приступают к построению. Затем следует доказательство того, что проведенное построение действительно приводит к нужному результату. Завершает решение исследование, где выясняют, при каких условиях решение существует, сколько этих решений и какие частные случаи возможны. Конечно, такой детальный подход к решению задачи на построение с использованием всех четырех этапов применяется лишь в случае, когда задача довольно сложная. 
1.3.2. Алгебра помогает геометрии TC "1.3.2. Алгебра помогает геометрии" \f C \l "3" 
Древнегреческие геометры были непревзойденными мастерами построений циркулем и линейкой. Но иногда и они встречались с задачами, не поддававшимися их искусству на протяжении многих поколений. Вот эти задачи: построение квадрата, равновеликого данному кругу (или, сокращенно, квадратура круга); деление произвольно заданного угла или дуги на три равновеликие части (или трисекция угла), и построение куба, объем которого вдвое больше объема заданного куба (или удвоение куба). И конечно, у них возникло подозрение, что эти задачи вообще неразрешимы таким способом. Однако доказать этого античные математики не могли. 

Алгебра преподнесла геометрам неожиданный подарок, ответив на фундаментальный многовековой вопрос о разрешимости любой данной задачи на построение циркулем и линейкой. 

Известно, что если какой-либо отрезок выражается через данные в квадратных радикалах, то его можно построить циркулем и линейкой. Оказывается, верно и обратное утверждение. В самом деле, если отрезок построен, то построены две точки — его концы. Но при построении циркулем и линейкой каждая точка получается как результат пересечения либо двух прямых, либо прямой и окружности, либо двух окружностей. 

Итак, справедлив следующий критерий: построение отрезка циркулем и линейкой возможно тогда и только тогда, когда его длина выражается через длины данных отрезков в виде конечной комбинации четырех арифметических действий и извлечения квадратного корня. Очевидно, корни линейных и квадратных уравнений строятся циркулем и линейкой. Примером уравнения степени выше второй, разрешимого в квадратных радикалах, является биквадратное. А как обстоят дела с кубическими уравнениями? 

Рене Декарт (1596-1662) в своей «Геометрии» высказал утверждение, что приведенное уравнение третьей степени с целыми коэффициентами разрешимо в квадратных радикалах в том и только в том случае, если оно имеет целый корень. Строгое доказательство этого критерия было дано ровно через два столетия французским математиком Пьером Лораном Ванцелем (1814—1848). Эта теорема позволила ему установить, что знаменитые задачи древности неразрешимы циркулем и линейкой. 
1.4. Решение трех знаменитых задач древности  TC "Решение трех знаменитых задач древности" \f C \l "2" 
Древнегреческие    математики    достигли   большого искусства в построениях с помощью циркуля и линейки.  Три задачи: удвоение куба, трисекция угла и квадрату́ра кру́га, - не    поддавались   усилиям  древнегреческих    математиков. 
1.4.1. Удвоение куба TC "1.4.1. Удвоение куба" \f C \l "3" 
Однажды на острове Делос вспыхнула эпидемии чумы. Жители острова отправились за помощью к подножию горы Парнас в город Дельфы, где при храме бога Аполлона находился оракул, известный во всей Греции своими прорицаниями. Несчастные островитяне хотели узнать, как им смягчить разгневанного бога солнца. Оракул ответил, что они должны увеличить вдвое золотой жертвенник в храме Аполлона в Афинах, исполненный в виде куба. 

Островитяне собрали золото и изготовили новый жертвенник, ребра которого были вдвое больше ребер прежнего (по другим источникам, они изготовили еще один такой же куб и поставили его на прежний). Однако чума не прекращалась, и отчаявшиеся делосцы потребовали объяснений у оракула. Но тот ответил, что они неправильно выполнили повеление бога: требовалось увеличить ровно вдвое не ребро куба, а его объем. Тогда делосцы обратились за помощью к философу Платону, так как считали его весьма сведущим в геометрии. Но и он не мог решить эту задачу циркулем и линейкой. Правда, привлекая, помимо циркуля и линейки, еще и плотницкие уголки, он нашел приближенное решение. Но такое решение не было в духе древнегреческих ученых; не удовлетворяло оно и самого философа, а потому не могло быть рекомендовано островитянам. Платон ответил делосцам, что, видимо, боги рассержены на них за то, что они мало занимаются геометрией. 

На самом деле задача удвоении куба возникла значительно раньше того времени, о котором повествует легенда. Известно, что ее решением занимался, например, Гиппократ Хиосский, живший до Платона. Возникновение этой задачи было вполне закономерным.  

 Естественно было перейти от плоского случая к пространственному: построить циркулем и линейкой ребро куба, объем которого вдвое больше объема куба с заданным ребром а.  

1.4.2. Трисекция угла TC "1.4.2. Трисекция угла" \f C \l "3" 
Вторая знаменитая задача древности формулируется так: разделить произвольный угол с помощью циркуля и линейки на три равные части. Интерес к этой задаче легко объясним. Зная, как разделить отрезок на любое число равных частей, естественно проделать то же самое с дугой окружности или с соответствующим центральным углом. Пополам разделить любой угол легко, дальше встала задача о делении угла на три части, т.е. задача трисекции угла. Еще вавилоняне умели делить прямой угол на три равные части: они проделывали это при помощи равностороннего треугольника. Задача трисекции угла в общем случае неразрешима циркулем и линейкой. Произвольный угол разделить на три равные части циркулем и линейкой не всегда возможно. 

1.4.3. Квадратура круга TC "1.4.3. Квадратура круга" \f C \l "3" 
История нахождения квадратуры круга длилась четыре тысячелетия, а сам термин стал синонимом неразрешимых задач. Квадратура круга – самая популярная из древних задач – связана с вычислением площадей. Древнегреческие математики для определения площади фигуры сравнивали её с площадью более простой фигуры и ответ выражали не числом, а в виде отношения площадей. Такой подход к задаче нахождения площади – одно из ярких проявлений геометризации греческой математики. Чаще всего для сравнения брался квадрат. 
Греки еще издавна преобразовывали любую прямолинейную фигуру с помощью циркуля и линейки в произвольную прямолинейную, равновеликую ей. Появилась мысль обобщить задачу: построить с помощью циркуля и линейки такой квадрат, площадь которого была бы равна площади данного круга. Задача получила название квадратуры круга, и многие ученые пытались выполнить такое построение.
2.  Основная часть. Квадратура круга TC "2.  Основная часть. Квадратура круга" \f C \l "1" 
Греки умели строить циркулем и линейкой квадрат, равновеликий любому многоугольнику. Но квадратуру круга (т. е. построение квадрата, равновеликого кругу), как греки ни пытались, осуществить не могли. Однако, как это часто бывает в математике, на пути поиска решения было обнаружено немало интересных находок. Например, философ Антифон (V веке до н.э.) поступал следующим образом. Он вписывал в круг квадрат; затем, удваивая число его сторон, получал восьмиугольник, далее снова удваивал число сторон…

В силу своих атомистических взглядов Антифон считал, что на некотором шаге получится многоугольник, сторона которого состоит из одного атома. Но и окружность состоит из атомов. Таким образом, построенный многоугольник совпадает с кругом. Следовательно, по мнению Антифона, квадратура круга осуществлена. Решение Антифона не могло удовлетворить древнегреческих математиков. И древние ученые понимали: как ни измельчай сторону многоугольника, окружность все равно не получить. Но в самом методе содержалась в ее начальной форме идея предельного перехода, получившая затем развитие в работах Евдокса и Архимеда. 

По-видимому, уже древние греки пришли к выводу о неразрешимости задачи квадратуры круга циркулем и линейкой, тем не менее интерес к ней не угас и в последующие века. Достаточно сказать, что уже в XVIII веке Парижская академия наук приняла специальное постановление: не рассматривать больше ни одного из присылаемых решений задачи квадратуры круга (столь значителен был поток таких «решений»). На чем же строилась уверенность энтузиастов в разрешимости этой задачи? Она подкреплялась результатами Гиппократа, квадрировавшего три типа луночек — фигур, ограниченных дугами окружностей. Его результаты известны по отдельным комментариям Симпликия, жившего через тысячу лет после Гиппократа. 
2.1. Задача о квадратуре круга TC "2.1. Задача о квадратуре круга" \f C \l "2" 
 Решение задачи квадратуры круга сводится к построению корня уравнения x2 = r2, которое существенно отличается от уравнений удвоения куба и трисекции угла. Коэффициенты прежних были целыми числами, здесь же — трансцендентное число, о чем стало известно лишь в прошлом веке. Поэтому число также является трансцендентным и, конечно, не выражается в квадратных радикалах. Таким образом, квадратуру круга с помощью циркуля и линейки осуществить нельзя. 

На протяжении многих веков три знаменитые задачи древности привлекали внимание выдающихся математиков. В процессе их решения рождались и совершенствовались многие математические методы. 

Квадратурой круга занимался знаменитый геометр V века до нашей эры – Гиппократ  Хиосский. У многих, занимавшихся этой задачей возникло сомнение, можно ли вообще построить прямолинейную фигуру, равновеликую криволинейной. Эта возможность была доказана Гиппократом, построившим лунообразные фигуры, получившие название  "гиппократовых луночек".   Гиппократ первый указал на то, что площадь круга пропорциональна квадрату его диаметра. Но провести строгое доказательство ученый в то время еще не мог: не было подходящего метода. Найденное Гиппократом Хиосским [image: image34.png]


соотношение позволило свести задачу о квадратуре круга к построению с помощью циркуля и линейки, если это возможно, полученного коэффициента пропорциональности, одного и того же для всех кругов. Попытки Гиппократа решить задачу о квадратуре круга привели его к открытию квадрируемых фигур (то есть таких, площади которых выражаются в рациональных числах), ограниченных пересекающимися окружностями. Казалось бы, что с появлением таких луночек найден ключ к решению задачи о квадратуре круга. Она была бы решена, если бы удалось разбить круг на квадрируемые части. Но этого сделать нельзя. Во второй половине прошлого столетия было доказано, что число π , является трансцендентным, следовательно, нельзя построить с помощью циркуля и линейки отрезок, равный  π, а значит, и решение задачи данными средствами невозможно, так как длина окружности и площадь круга выражаются через  π. Неразрешимость задачи следует понимать, как неразрешимость при использовании только циркуля и линейки. Задача о квадратуре круга становится разрешимой, если, кроме циркуля и линейки, использовать другие средства (например, квадратрису).
[image: image35.emf]Квадратриса (или Квадратрисса) — плоская трансцендентная кривая, определяемая кинематически. Открыта, по сообщению Прокла Диадоха, софистом Гиппием (V век до н. э.), использовалась в античные времена для решения задач квадратуры круга и трисекции угла. Рассмотрим квадрат ABCD (рис. 1), в который вписан сектор четверти круга. Пусть точка E равномерно движется по дуге от точки D до точки B; одновременно отрезок A'B' равномерно движется из положения DC в положение AB. Наконец, потребуем, чтобы оба движения закончились одновременно. Тогда точка пересечения радиуса AE и отрезка A'B' опишет квадратрису (выделена красным цветом).
В конце IV века до н.э. начинается серия завоевательных походов Александра Македонского. За короткий срок ему удалось создать гигантскую империю, но после его смерти полководцы разделили между собой эти территории, образовав державы. Важнейшими из них были царства Птолемеев в Египте и Селевкидов в Малой Азии. Государственным языком в них стал греческий. Началась эпоха эллинизма, которая закончилась взятием римлянами столицы Птолемеев Александрии (31 год до н.э.). Этому времени присущ рост городов, в связи с чем большое развитие получила строительная техника, требовавшая хорошей математической подготовки инженеров и ремесленников. Для существования монархии были необходимы - армия и флот, поэтому военная техника достигла высокого уровня развития. Конструкции орудий и кораблей нуждались в сложных предварительных расчетах. По этой причине в эллинистических странах на протяжении нескольких столетий бурно развивалась математическая наука. Государства стали выделять большие средства для научных исследований. Так, в Александрии - столице Египта - был основан Музейон (Прибежище Муз) - научно-исследовательское и учебное заведение, куда приглашались крупнейшие ученые. При нем были созданы богатая библиотека, лаборатория, обсерватория, зоологический музей, ботанический сад, анатомический музей.
Ученые Александрии так же, как инженеры и военные, становились профессионалами: их основным занятием были научные исследования. Однако наука, развиваемая ими, нередко находилась в отрыве от техники и ремесел, изучались главным образом теоретические проблемы. Хотя каждый математик являлся одновременно астрономом и физиком, ни в одном их математическом труде нельзя найти даже намека на практическое назначение геометрии. 
 Третье  столетие до нашей эры дало Александрии такие важные достижения в области математики, что вошло в ее историю как "золотой век". Исследования проводились, главным образом, в направлении обоснования, разработки и систематизации ранее добытых знаний. Вместе с тем, ряд ученых не порвал своих связей с практикой, что содействовало значительным сдвигам математики.

Задача о квадратуре круга сводится к задаче построения треугольника с основанием 2 πr и высотой r. Для него потом уже без труда может быть построен равновеликий квадрат. Итак, задача сводилась к построению отрезка, длина которого равна длине окружности данного круга. Это было показано   [image: image36.png]
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Архимедом  в сочинении «Измерение круга», где он 
доказывает, что                < π <
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т.е. 3,1408 < π < 3,1429.
Как следует из подобия кругов, отношение длины окружности к ее диаметру есть величина постоянная, не зависящая от радиуса круга, она обозначается буквой  π. Таким образом, длина окружности круга радиуса r равна 2 πr, а площадь круга равна S =  πr2. 

Но все  значения числа  π производились методами, указанными еще Архимедом: окружность заменялась многоугольником со все большим числом сторон.   Периметр вписанного многоугольника при этом был меньше длины окружности, а периметр описанного многоугольника — больше. Но при этом оставалось неясным, является ли число  π рациональным, т.е. отношением двух целых чисел, или иррациональным. Лишь в 1767 году немецкий математик  Ламберт доказал, что число  π иррационально, а еще через сто с лишним лет в 1882 году  другой немецкий математик — Фердинанд  Линдеман доказал его трансцендентность, что означало и невозможность построения при помощи циркуля и линейки квадрата, равновеликого данному кругу.

Способов приближенного решения квадратуры круга с помощью циркуля и линейки было придумано великое множество. Так, в Древнем Египте было распространено правило: площадь круга равна площади квадрата со стороной, равной 8/9;  π =256/81 =  3,1604....

В наши дни с помощью ЭВМ число  π вычислено с точностью до миллиона знаков, что представляет скорее технический, чем научный интерес, потому что такая точность никому не нужна. Десяти знаков числа  π (π =3,141592653...) вполне достаточно для всех практических целей. Долгое время в качестве приближенного значения  π использовали число 22/7, хотя уже в V веке в Китае было найдено приближение 355/113 == 3,1415929..., которое было открыто вновь в Европе лишь в XVI в. В Древней Индии  считали    π =3,1622.... 
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Французский математик Франсуа Виет вычислил в 1579 году   π  с 9 знаками. 

Голландский математик Лудольф  Ван  Цейлен в 1596   году публикует результат своего десятилетнего труда – число  π, вычисленное с 32 знаками.

Были найдены и другие пути определения квадратуры круга: кроме циркуля и линейки использовали другие инструменты или специально построенные кривые. Так, в V веке до н.э. греческий математик Гиппий из Элиды изобрел кривую, впоследствии получившую название квадратрисы Динострата (ее назвали по имени другого древнегреческого математика, жившего несколько позже и указавшего способ построения квадратуры круга при помощи этой кривой). Лишь в 80-х годах XIX века  было строго доказано, что квадратура круга с помощью циркуля и линейки невозможна.
2.2. Построение квадрата, равного по площади заданному кругу, с использованием простейших инструментов TC "2.2. Построение квадрата, равного по площади заданному кругу, с использованием простейших инструментов" \f C \l "2" 
Результат выполнения технологической разработки.

На практике при геодезических построениях часто приходится использовать самые простые инструменты: циркуль, линейку без делений и карандаш. Такой набор инструментов иногда сильно затрудняет решение сложных задач, такой, например, как построение квадрата, равного по площади заданному кругу.

Предложен простой прием решения квадратуры круга с весьма большой точностью, при котором используются всего лишь простые инструменты.

Для этого (см.рисунок) выполняют следующие операции.
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1. Строят круг с центром в точке С радиусом СВ.

2. Строят линию АВ перпендикулярно к диаметру МВ круга и откладывают на этой линии шесть радиусов СВ.

3. По дуге из точки Д получают вначале точку Е на краю круга, а потом строят линию МЕ параллельно диаметру СД и линии АВ.

4. Соединяют отрезком точки А и М, а затем делят его пополам (точка К).

5. На линии АВ от точки К откладывают отрезок КТ, равный радиусу СВ.

6. Отрезок АТ делят пополам (точка О), и из точки О как из центра проводят полуокружность через точки А и Т.

7. Из точки К на линии АМ восстанавливают перпендикуляр к отрезку АТ, который пересечет в точке Р полуокружность с центром в точке О. Точки Р и К соединяют отрезком и, взяв отрезок РК за сторону квадрата, строят квадрат РКИН.

Площадь построенного квадрата будет с большой степенью точности равновелика площади заданного круга с центром в точке О. Причем погрешность в сторону увеличения (площадь квадрата чуть больше площади круга) составит D=0,0046%.

2.3. Ошибка Антифонта TC "2.3. Ошибка Антифонта" \f C \l "2" 
Антифонт - одна из ярких и противоречивых фигур в античной истории. Философ-софист, неугомонный спорщик, скептик и критик установленных правил и общественных норм. По Антифонту: свобода и независимость мышления - это и есть истинная мудрость. 
Антифонт (Древняя Греция. Афины, пятый век до нашей эры)  - первый нигилист и первый анархист, считающий государство насилием над данной самой природой высшей ценностью - свободой личности человека. 
   Неустрашимый глашатай Свободы, Антифонт первым открыто выступает против лицемерия афинской демократии, основанной на рабстве и угнетении других народов, - люди всех рас и национальностей равны от рождения. Он сам подаёт пример, освобождает рабыню и женится на ней как на свободной женщине, хотя понимает, что общество ему это не простит. Родные отказываются от него и он лишается не только наследства, но и права посещать народные собрания и даже служить в армии, что могло дать ему средства к существованию. Тогда Антифонт изучает ремесло и зарабатывает на хлеб своим трудом, что для граждан Афин считалось недопустимым и недостойным. Смело декларирует идеи равенства, братства, справедливости.  Люди идут к нему за "уроками мудрости". Он мог бы быть пророком, но, как один из первых материалистов, не очень-то верит в богов  -  всё  происходит по законам природы, всё в руках человека! Его вечный спор с Сократом жизнь рассудила по-своему, - оба   философа-гуманиста будут оклеветаны и предстанут перед демократичным греческим судом: одного из них навечно отправят в темницу, а другому предложат выпить бокал яда...
Сократ не писал философских трудов, но оставил после себя двух великих учеников - Ксенофонта и Платона, которые обессмертили его имя. Антифонт же написал сочинение под названием "Истина" ("Правда"), которое вскоре предали полному забвению, и в течение 2,5 тысячелетий имя Антифонта если и упоминалось, то только в насмешливом тоне, как нелепого персонажа сатирических произведений. Не сохранилось даже дат его рождения и смерти... Но в начале XX века при раскопках в египетском городе Оксирихе в выгребной яме был обнаружен небольшой отрывок книги Антифонта, благодаря которой стало известно о жизни и судьбе свободолюбивого философа из Афин.
     Но даже если бы этой книги не нашли, Антифонт занял бы своё место в Истории. Ведь согласно древним свидетельствам - это тот самый математик, который, будучи заключённый в темницу, не потерял там присутствия духа и стал единственным в мире человеком "решившим" древнейшую и самую знаменитую в математике задачу, известную под парадоксальным названием - "квадратура круга". Полного решения, предложенного Антифонтом, не сохранилось, но считается что оно состояло в следующем: производя последовательно удвоение сторон вписанного многоугольника, он получал  в конце-концов многоугольник с очень большим числом сторон, которые, по-мысле Антифонта, должны совпадать с соответствующими им дугами окружности. Но, так как для любого многоугольника можно с помощью циркуля и линейки построить равновеликий квадрат, то такой квадрат можно построить и для данного круга. Конечно, такое наивное решение сейчас вызывает только улыбку, но сама задача квадратуры круга имеет очень глубокие корни. Например, ещё  во втором тысячелетии до нашей эры у египетских математиков находятся первые решения задачи, как построить квадрат, равновеликий данному кругу, или определить соотношение между окружностью и её диаметром. В папирусе Ринда, написанным Ахмесом говорится, что сторона квадрата, равновеликого площади круга, равна восьми девятым диаметра (так что π = 3,16). У древних вавилонян и евреев принималось, что окружность ровно втрое больше диаметра и следовательно, 
π =3. У греков квадратурой круга занимался Анаксагор (во время своего пребывания в изгнании) и Гиппократ (V век до нашей эры). Динострат спрямил окружность при помощи построения особой кривой "квадратриссы".  Архимед (287-212 до н.э.), вычисляя периметры вписанных и описанных 96-ти угольников показал, что периметр вписанного многоугольника с любым числом сторон всегда меньше, а описанного - всегда больше длины данной окружности, и что величина π заключается между пределами 
[image: image2.wmf]7

1

3

и 
[image: image3.wmf]71

10

3

Ламберт в 1761 г. доказал, что π иррациональное число и не корень из рационального числа, т. е. что ни π, ни π2  не могут быть представлены натуральными дробями. Лежандр первый высказал мысль, что π должно быть число трансцендентное. Эрмит в 1873г. показал, что основание логарифмов, т. е. число е – трансцендентное, а Линдеман в 1882 г. на основании таких же соображений показал, что и π есть число трансцендентное, а потому не может быть корнем алгебраического уравнения. Следовательно, задача квадратуры круга невозможна при помощи только линейки и циркуля, т.к. в этом случае приходится строить число π, а свойства прямой линии и круга, как показывается в аналитической геометрии, состоят в том, что какое бы ни было задано построение прямых и окружностей, все точки пересечений таких линий дают отрезки, длины которых вычисляются из ряда уравнений первой или второй степени.  Наверное нелепо в   XXI веке серьёзно говорить о задаче, решение которой давно стало символом тщетности усилий и математической безграмотности. Да и вообще, что тут можно сказать нового, ведь вопрос о квадратуре круга давно решён отрицательно и закрыт окончательно и бесповоротно, но существуют отдельные странные моменты, связанные с историей решения задачи Антифонтом. Например, от Плутарха известно, что лучшие математики того времени (в том числе Платон, Евдокс) посещали в темнице Антифонта и были удовлетворены его решением , а ведь требования к строгости доказательства в то время были не ниже сегодняшних. 
   

2.4. Загадки таинственного числа TC "2.4. Загадки таинственного числа" \f C \l "2" 
Неразрешимость классической античной задачи о квадратуре круга, следующая из трансцендентности числа π, была доказана только в XIX веке. Но на этом загадки таинственного числа не кончились... (Приложение 1 – 2)

14 марта  будет отмечаться День пи — неформальный праздник математиков, посвященный этому странному и загадочному числу. «Отцом» праздника стал Ларри Шоу (Larry Shaw), обративший внимание на то, что этот день (3,14 в американской системе записи дат) приходится кроме всего прочего на день рождения Эйнштейна. И, наверное, это самый подходящий момент для того, чтобы напомнить тем, кто далек от математики, о замечательных и странных свойствах этой математической константы.

1. Интерес к значению числа π, выражающему отношение длины окружности к диаметру, появился еще в незапамятные времена. Известная формула длины окружности C = 2πR одновременно является определением числа π. В глубокой древности считалось, что π = 3. Например, об этом упоминается в Библии. В эллинистическую эпоху считалось, что  
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 и этим значением пользовались и Леонардо да Винчи, и Галилео Галилей. Однако, оба приближения очень грубы. Геометрический рисунок, изображающий окружность, описанную около правильного шестиугольника и вписанную в квадрат, сразу дает простейшие оценки для π: 3 < π < 4. Использование буквы π для обозначения этого числа было впервые предложено Уильямом Джонсом (William Jones, 1675–1749) в 1706 году. Это первая буква греческого слова περιφέρεια (окружность, периферия).

2. Первый шаг в изучении свойств числа π сделал Архимед (Άρχιμήδης, Archimedes, 287–212 до н. э.). В сочинении «Измерение круга» он вывел знаменитое неравенство [image: image5.png]10 1
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Это означает, что π лежит в интервале длиной 1/497. В десятичной системе счисления получаются три правильных значащих цифры: π = 3,14…. Зная периметр правильного шестиугольника и последовательно удваивая число его сторон, Архимед вычислил периметр правильного 96-угольника, откуда и следует неравенство. 96-угольник визуально мало отличается от окружности и является хорошим приближением к ней. 

В том же сочинении, последовательно удваивая число сторон квадрата, Архимед нашел формулу площади круга S = π R2. Позднее он дополнил ее также формулами площади сферы S = 4 π R2 и объема шара V = 4/3 π R3.

3. Дальнейшая история числа π связана в первую очередь с его вычислением. Уточнялись нижняя и верхняя оценки числа и предпринимались неудачные попытки представить π в виде дроби и, таким образом, окончательно найти его значение.

Китаец Цзу Чунчжи (Zu Chongzhi, 430–501) нашел восемь правильных знаков: π = 3,1415926… и предложил приближение π ≈ 355/113. Голландец Людольф ван Цейлен (Ludolph van Ceulen, 1540–1610) вычислил 35 знаков π. И, наконец, в 1706 году англичанин Джон Мачин (John Machin, 1680–1751) впервые смог найти сто знаков π. Сегодня находят миллионы знаков π с помощью суперкомпьютеров. Чуть ли не каждый год устанавливаются новые рекорды знаков π, но, в отличие от ста знаков Мачина, вопрос о достоверности таких вычислений всегда остается открытым.

4. Формула длины окружности и три формулы Архимеда (для площади круга, площади сферы и объема шара) не являются конструктивными — они не содержат способа вычисления входящего в эти формулы числа π. Если применить известные в интегральном исчислении методы нахождения длины кривой, площади поверхности и объема тела к формулам для окружности, круга, сферы и шара, то можно доказать, что в каждой из этих формул π задается интегралом [image: image6.png]


Существующие методы вычисления интегралов позволяют таким образом находить π. 
5. Преобразуя то же самое интегральное выражение, несложно получить представление π в виде либо бесконечной суммы (ряда) 
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либо бесконечного произведения
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Первую формулу нашли независимо шотландец Джеймс Грегори (James Gregory, 1638–1675) и немец Готфрид Вильгельм Лейбниц (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646–1716). Вторую формулу получил знаменитый криптограф Кромвеля (Oliver Cromwell, 1599–1658) англичанин Джон Валлис (John Wallis, 1616–1703). (Приложение 3)

 К сожалению, пользы от этих формул было немного: чтобы вычислить десять знаков π, необходимо сложить или умножить миллиарды слагаемых или перемножить миллиарды сомножителей, в чем легко убедиться, попытавшись вычислить π таким образом. Такая работа трудна даже для современного мощного компьютера.

6. Однако процесс вычисления можно ускорить, и тогда использование этих формул приобретает совсем другой смысл. Например, Мачин существенно ускорил вычисления по формуле Грегори–Лейбница, приведя формулу 
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и разложив арктангенс по формуле: [image: image11.png]ax-dea e Loy
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В этом случае десять знаков π находятся быстро. Именно эта формула помогла Мачину найти 100 знаков π. Сегодня открыто много аналогов формулы Мачина, по которым π вычисляется еще быстрее. Приведем только два примера: 
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Чем меньше аргументы арктангенсов, тем быстрее вычисляется π. 
7. Современник Исаака Ньютона (Sir Isaac Newton, 1643–1727) японский математик Секи Такакадзу (Takakazu Shinsuke Seki, 1642–1708) придумал метод ускорения медленно сходящихся последовательностей. (Приложение 4)

 Например, известные последовательности правильных многоугольников сходятся к окружности медленно, из-за этого медленно сходятся к числу π последовательности его приближений, рассчитанные с помощью этих многоугольников. Такакадзу ускорил сходимость последовательностей приближений и нашел десять знаков числа π. Прошло более двух столетий, когда английский математик Александр Крэг Эйткен (Alexander Craig Aitken, 1895–1967) переоткрыл метод ускорения сходимости последовательностей, известный сегодня как метод Эйткена. Метод Такакадзу-Эйткена творит чудеса. Если в формуле Грегори–Лейбница сложить семь слагаемых, то мы найдем только один правильный знак: π = 3,…. Если же к этим семи слагаемым применить метод ускорения, то получим шесть правильных знаков: 
π = 3,14159…. 

8. Два голландских ученых Виллеброрд Снеллиус (Willebrord van Royen Snell, 1580–1626) и Христиан Гюйгенс (Christiaan Huygens, 1629–1695) предложили методы ускорения вычислений для выведенного Архимедом алгоритма нахождения числа π путем аппроксимации окружности правильными многоугольниками.

Снеллиус показал, что там, где правильный шестиугольник дает один знак числа π – тройку, на самом деле можно получить три знака: π = 3,14… . Взяв 96-угольник, Снеллиус нашел семь знаков π вместо трех знаков, соответствующих неравенству Архимеда. Для любого данного многоугольника Снеллиус увеличивал количество правильных знаков числа π более чем вдвое по отношению к количеству правильных знаков, полученных методом Архимеда. К сожалению, Снеллиусу не удалось доказать две теоремы, лежащие в основе его метода. Позднее Гюйгенс в своей работе «О найденной величине круга», написанной им в возрасте 25 лет, не только доказал теоремы Снеллиуса и развил его метод, но также смог создать новый, более мощный метод, в котором применяются некоторые свойства центра масс. Для данного многоугольника Гюйгенс увеличивал число правильных знаков π более чем втрое по отношению к знакам Архимеда. Для получения неравенства Архимеда он использовал всего лишь правильный треугольник! Взяв шестидесятиугольник, Гюйгенс нашел для π десять знаков: 3,141592653… .

9. Важным достижением в изучении числа π было выяснение его теоретико-числовой природы. В 1766 году немецкий математик, физик и астроном Иоганн Генрих Ламберт (Johann Heinrich Lambert, 1728–1777) доказал иррациональность числа π. Это означает, что π нельзя представить в виде дроби. Но можно найти бесконечную последовательность дробей приближающих π, в определенном смысле, наилучшим образом. Такие дроби называются подходящими и строятся в рамках теории цепных или, что то же самое, непрерывных дробей. Ламберт нашел для π первые двадцать семь подходящих дробей. 
Выпишем здесь только первые семь из них:
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Первая, вторая и четвертая дроби нами уже рассматривались (и это не случайно).

Наконец, в 1882 году немецкий математик Карл Луис Фердинанд Линдеман (Ferdinand von Lindemann, 1852–1939) доказал, что π – трансцендентное число. Это означает, что π не может быть корнем какого-либо многочлена с целыми коэффициентами — то есть не является алгебраическим числом.

В год доказательства иррациональности π немецкий астроном Иоганн Даниель Тициус (Johann Daniel Titius, 1729–1796) опубликовал закон планетных расстояний, в котором неожиданно появляется последовательность Архимеда, сыгравшая важную роль в доказательстве знаменитого неравенства для π.
10. В заключение укажем на связь числа π с многомерными сферами и шарами. Сферой в n-мерном евклидовом пространстве называется множество точек этого пространства, удаленных от данной точки на расстояние R. Шаром в n-мерном евклидовом пространстве называется множество точек этого пространства, удаленных от данной точки на расстояние, не превышающее R. Объем n-мерной сферы и объем n-мерного шара пропорциональны R2. Объем одномерной сферы – это длина окружности, а объем двумерной сферы – это площадь обычной сферы. Объем одномерного шара – это длина отрезка, объем двумерного шара – это площадь круга, а объем трехмерного шара – это объем обычного шара. В формулы объемов многомерных сфер и шаров, которые можно найти в математических справочниках, входит число π.

(Приложение 5)
2.5. Амулеты с пифагорейскими знаками TC "2.5. Амулеты с пифагорейскими знаками" \f C \l "2" 
Квадратура круга — знаменитая задача древности о построении квадрата, равновеликого данному кругу. Лишь в 19 веке было доказано, что решить квадратуру круга с помощью циркуля и линейки (односторонней, без делений), как это пытались делать ученые на протяжении многих веков, — невозможно. Задача становится разрешимой, если для построения привлечь другие средства. Ну а амулет с пифагорейским знаком разгадки неразрешимых задач считается мощной поддержкой в решении трудных житейских и психологических проблем. 

Символика амулетов довольно разнообразна и охватывает легенды, а также реальные научные достижения всех времен и народов. В коллекции из полсотни таинственных знаков, сделанных вручную в Чехии из сплава Brass (84% меди, 15% цинка и 1% алюминия) в точном соответствии с древнейшими рецептами, можно найти и "Код Калиостро", и славянского Серафима. Есть здесь амулеты из Африки, Скандинавии, таинственной Шамбалы. Коллекция продается в отделе "Вриндаван". 
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Пифагорейский знак разгадки неразрешимых задач. Круги, квадраты и треугольники, вписываемые друг в друга, — это мощная поддержка в окончательном решении трудных житейских и психологических проблем.
Амулет (арабск. Hamule), либо талисман означает магический предмет с нанесенными эзотерическими формулами, диаграммами или символами, дающий силу и могущество, оберегающий от беды и защищающий человека от несчастий. Их носят на шее, помещают над входом в жилище или прячут в специальных местах.

Для того, чтобы амулет имел магическую силу, каждая из его сторон должна быть изготовлена по всем канонам чародейского искусства. Если Вам в руки попал односторонний амулет, как правило, это имитация древнего символа, которая не несет соответствующей магической нагрузки.

Вот только чтобы добиться от амулета выполнения его предназначения, талисман надо активизировать. Для этого нужно расслабиться, закрыть глаза, точно представить себе свою цель и мысленно постараться отправить ее в оболочку медальона. Первые семь дней с амулетом лучше не расставаться и никому его не показывать. Нормально, если талисман или амулет изменит свой цвет — это результат его работы с вашей проблемой. Выполнив свою миссию, амулет может сломаться или бесследно исчезнуть. Так что не стоит грустить о потерянной вещи!
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Этот амулет — календарь вечности, изыскивающий время и извлекающий прибыль. Он является точной копией "Солнечного камня" — базальтового диска диаметром 3,7 м и весом 24 тонны, найденного в Мехико в 1790 году. Камень покрыт пиктографическими знаками, обозначающими 20 ацтекских дней, четыре эры и двух бирюзовых змеев — символов древнего неба. Обитавшие в Центральной Мексике с XII по начало XVI в. воинственные ацтеки особое внимание уделяли наукам, в том числе и астрономии. Свою календарную систему они разработали для нужд земледелия, положив в ее основу 52-летний лунно-солнечный цикл (нечто вроде нашего понятия "век"). Считалось, что в конце цикла могла произойти мировая катастрофа, уничтожающая все живое. Поэтому в последние пять "несчастных" дней 52-го года цикла ацтеки запирались в домах, гасили все огни и ждали рассвета первого дня нового цикла, чтобы зажечь Новый Огонь. "Солнечный камень" был избран символом Олимпийских игр, проходивших в Мехико в 1968 году.
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Символизирует бесконечность, совершенство и законченность. Эта геометрическая фигура служит для отображения непрерывности развития мироздания, времени, жизни, их единства. В то же время кругу свойственна ориентация на центр (невидимый, но реальный). Круг с точкой в центре может быть рассмотрен как олицетворяющий процесс развития от одной точки и уподоблен эмбриону. 
Круг—это солярный символ, что обусловлено не только формой, но и круговым характером суточного и годового движения солнца. Соотносится со сферой как идеальным геометрическим телом, а также с числом десять, символом полного цикла, возвращения от множественности к единству. Связь круга и круглых форм с женским началом является хотя и не универсальной, однако широко распространенной.

Одной из основных функций круга является разграничение внутреннего и внешнего пространства. Эта фигура связывается с защитой (магический круг, очерченный для защиты от нечистой силы, используется в различных традициях). Круг — одна из форм созидания пространства. Различные архитектурные строения являются круглыми в плане, в форме окружности возводятся поселения. В большинстве традиций космос, в качестве упорядоченного пространства жизни, предстает в виде шара, графически изображаемого посредством круга. В символике круга также нашла отражение идея цикличности времени (русское слово «время» прослеживается до корня со значением «то, что вращается»; зодиак, олицетворение года, — это «круг зверей»). Круг противопоставляется квадрату и в то же время постоянно соотносится с ним. 

В силу того, что круг традиционно соотносится с солнцем и рассматривается как самая совершенная из фигур, превосходящая прочие, господствующая над ними, то верховное божество также представляется в виде круга. Китайский символ ян—инь, имеющий вид круга, разделенного пополам волнистой линией, символизирует взаимодействие, взаимопроникновение двух начал бытия.

2.6. Дизайн и квадратура круга TC "2.6. Дизайн и квадратура круга" \f C \l "2" 
Математикам известно, что доказать квадратуру круга невозможно. Тем не менее, дизайнеры сумели вписать круги в квадрат – с тем, чтобы на выходе получилась стильная квартира (изначально – однокомнатная), разделенная на функциональные зоны при помощи фрагментов таких геометрических фигур как круг и окружность. (Приложения 6 – 9)
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Серия Gira S-Color - квадратура круга: благодаря использованию основных геометрических фигур достигается совершенство форм. Серия неоднократно удостаивалась высоких призов за дизайн. Вместе с тем изделия не только красивы, но и просты в эксплуатации. В основу дизайна этой серии была положена идея использования простых форм и чистых цветов. Авторам хотелось создать модели, неподвластные капризам моды и смене стилей в современной архитектуре и оформлении интерьера. Для ее воплощения были использованы основные геометрические фигуры в классических пропорциях - круг, вписанный в квадрат. 
2.7. Фотографии и квадратура круга TC "2.7. Фотографии и квадратура круга" \f C \l "2" 
Исторически сложившийся формат квадратного или прямоугольного кадра также предопределен технологией — на ленту пленки рациональнее ложатся именно квадратные или прямоугольные формы. Хотя каждый объектив круглый и дает именно круглое изображение!

Круг заведомо гармоничнее и совершеннее прямоугольника — у него нет привычных дефектов — углов. Преобладание же прямоугольных форм в созданном человеком мире это следствие несовершенства используемых им технологий. 
Дело в том, что искажения, даваемые широкоугольниками заметны в основном в углах кадра, именно там мы привычно ищем дефекты изображения. При круглом же изображении углов нет и, соответственно, зрению не на чем останавливаться — изображение как будто растекается по всему полю, обретая новую естественность. Это открытие поразило своей простотой и одновременно подсказало ход для построения будущих кадров: эффект усиливается при наличии в кадре выразительной геометрической перспективы. (Приложение 10)
2.8.  Квадратура круга в формуле пейзажа TC "2.8.  Квадратура круга в формуле пейзажа" \f C \l "2" 
Любимый формат художника Сергея Шаблавина – круг, который очень редко используется в изобразительном искусстве (на выставке в Айдан галерее и выставлены круглые картины, сделанные в разные годы). Тондо, то есть картины круглого формата, делают редко по разным причинам, но одна из них чисто материальная – круглый подрамник, естественно, сделать куда труднее, чем прямоугольный или квадратный (в качестве подрамников Шаблавин использовал основы столешниц круглых столов, найденные на помойке). По мнению Шаблавина, именно круг дает возможность приблизиться к решению поставленной задачи о внутреннем пространстве картины. Он говорит: «В круглой картине возможно показать пространство выпуклое и воронку, возможен бублик – когда я почувствовал эти формы, то начал одевать на них изображение, как одежду». И добавляет: «Жалко, что круглые столы теперь не выбрасывают».

Легче ли показать бублик или воронку именно на круглой картине, вопрос спорный, схоластический. Не исключено, что он вообще не имеет решения, как пресловутая квадратура круга. Но согласимся, что это так: ведь искусство тем и хорошо, что в нем нет и не может быть окончательных ответов на вопросы. (Приложения11)
Заключение TC "Заключение" \f C \l "1" 
Условие использования только двух геометрических инструментов – циркуля  и линейки – имеет своими историческими корнями требование школы Платона. Такое ограничение сыграло большую роль в развитии геометрии, а в дальнейшем в установлении ее связей с алгеброй. 

При выяснении возможности решения планиметрической задачи на построение пользуются следующим критерием: построение отрезка циркулем и линейкой возможно тогда и только тогда, когда его длина выражается через длины данных отрезков в виде конечной комбинации четырех арифметических действий и извлечения квадратного корня. С помощью этого критерия доказано, что знаменитые задачи древности (удвоение куба, трисекция угла и квадратура круга) неразрешимы с помощью циркуля и линейки. 

На протяжении многих веков в процессе решения планиметрических задач на построение (в том числе знаменитых задач древности) рождались и совершенствовались многие математические методы. 


Термин «квадратура круга» стал синонимом неразрешимых задач. Вместе с тем предлагалось множество решений при помощи нетрадиционных инструментов. Всё это привело к возникновению и развитию совершенно новых идей в геометрии и алгебре. Анализируя материал по данной теме, я пришла к выводу, что неразрешимость некоторых задач служит отправной точкой новых математических исследований, интригует, стимулирует и способствует развитию творчества. 
В процессе работы я:
·  систематизировала полученную информацию об истории решения неразрешимых задач 

· раньше своих одноклассников познакомилась с числом π  и с задачами на построения с помощью циркуля и линейки

Приобрела навыки:
· исследовательской работы
· самостоятельного поиска и нахождения ключевых  понятий  

· научилась производить группировку материала и его анализ
Информационные источники TC "Информационные источники" \f C \l "1" 
1. Архимед, Гюгенс, Лежандр, Ламберт. О квадратуре круга. Едитореал УССР, 2003

2. Бурбаки Н. Очерки по истории математики М., 1963

3. Выгодский М. Я. Арифметика и алгебра в древнем мире М.,   1967

4. Кольман Э., История математики в древности. М., 1961

5. Прикладная алгебра ( М. Поздняк, Ф. Груздь). 

6. Раик А.Е. Очерки по истории математики в древности. С., 1977 

7. Советский энциклопедический словарь. М.,1987

8. Шеренга великих математиков. Варшава, 1970

9. Энциклопедия по математике «Аванта+» (М. Аксенова, Г. Храмов). 

10. Энциклопедический словарь юного математика, Педагогика, 1989

Приложение 1 TC "Приложение 1" \f C \l "1" 
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Металлическая скульптура числа π установлена на ступенях перед
зданием Музея искусств в Сиэтле в начале пешеходной зоны.
Фото ( Creative Commons license ): Rex Sorgatz
Приложение 2
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Автомобиль «Мазда π» был обнаружен в американском штате Массачусетс. Фото ( Creative Commons license ): ChrisDag
Приложение 3

Портрет Джона Валлиса, выполненный художником Джованни Баттистом Чиприани (Giovanni Battista Cipriani, 1727–1785). 

Приложение 4

Этот портрет выдающегося математика «японского Ренессанса» Секи Такакадзу (Секи Кова) был обнаружен современным исследователем Фудживара Масахико (Fujiwara Masahiko) и опубликован только в 2002 году. Если бы о достижениях Секи Такакадзу было известно в современной ему Европе, ее интеллектуальная история сложилось бы, вероятно, иначе. 
Приложение 5

π символизирует связь круглого с прямолинейным. Фото ( Creative Commons license ): fdecomite 

Приложение 6
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Приложение 7
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Приложение 8
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Приложение 9
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Приложение 10
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Фотография Владимира Никитина

Приложение 11
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Сергей Шаблавин «Формула пейзажа»[image: image27.png]
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